Anders Logg

’ ’ Slutsatsen dr att vi visserligen inte kan berikna losningen till en
differentialekvation exakt, men att detta inte spelar ndagon roll
eftersom vi kan berdkna losningen med precis den noggrannhet vi
behover

Jag iir nog egentligen mer ingenjor in matematiker. Jag gillar att bygga saker, saker som funkar
och kan vara till nytta. Just nu arbetar jag med att bygga en maskin for [6sning av differential-
ekvationer.

Differentialekvationer utgor sjilva kirnan av naturvetenskapen och det finns minga
beromda differentialekvationer: Schrédingerekvationen,
Maxwells ekvationer, Navier—Stokes ekvationer, Newtons
ekvation, Einsteins ekvation osv, listan kan goras laing. Om
man kan bygga en maskin (ett datorprogram) som auto-
matiskt 16ser differentialekvationer kan man dirfér dstad-
komma ganska mycket.

Alla dessa ekvationer kan 16sas med hjilp av dator-
program, men olika ekvationer kriver olika program. Att
skriva ett datorprogram for att 16sa en ekvation dr tids-
krivande och kriver ofta minga drs arbete. Dirfor tittar jag
i min forskning p4 hur man kan utveckla ett datorprogram
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som automatiskt kan generera nya datorprogram, ett for varje differentialekvation som matas
in i maskinen. Tillsammans med andra forskare har jag kommit en bra bit pd vigen och en
forsta prototyp av maskinen star nu firdig.

[ texten jag har skrivit forsoker jag formedla att matematik ir en experimentell veten-
skap dir datorn dr experimentverkstaden. Med en laptop i ryggsicken kan man dirfor utfora
experiment och forska var man in befinner sig, vare sig det ir pa kontoret, hemma i soffan
eller pa en klippa vid havet.




Att [0sa en
differentialekvation

Naturen fullstindigt vimlar av differentialekvationer! Atminstinde verkar det si for en
matematiker. Ekvationerna dyker upp inom alla tinkbara imnesomriden och inom savil
fysik, kemi, biologi som ekonomi har differentialekvationerna en central position. Det ir
till och med s att hela imnesomriden viixer fram nir forskare samlas runt en differential-
ekvation och forsdker 16sa den! Hur ser di en differentialekvation ut? Ja, de kan till exempel
se ut som den sa kallade Schrodingerekvationen:

h2
ih% = 5~ Ab(e 1) + Vi, (e, b).

Schrodingerekvationen ir central inom kvantmekaniken
och beskriver rorelsen hos smé partiklar som till exempel
elektroner. Genom att ldsa Schrodingerekvationen kan
man berikna sannolikheten att finna elektronen i en viss
position x vid en given tidpunkt . Ofta dskidliggér man
losningen till Schrodingerekvationen genom att rita upp ett
elektronmoln som visar var ndgonstans chansen ir stor att
elektronen skall patriffas. Ett sidan figur ser ni i bilden till
hoger. Men vad ir di en differentialekvation for nigot

Figur 1. Elektronmoln
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mystiskt egentligen? For det ir ju uppenbarligen frigan om nigonting mystiskt, &tminstone
att doma av den knepiga Schrodingekvationen! En differentialekvation dr som namnet siger
en speciell sorts ekvation, och som bekant ir en ekvation ett samband som uppfylls av nigon
okind variabel. Ofta brukar den okinda variabeln ha namnet z, som i ekvationen

2x = 6.

I denna ekvation ir variabeln z ett tal och 1ésningen ir 2 = 3. 1 Schrodingerekvationen heter
den okinda variabeln istillet v som uttalas "psi” och ir inte ett tal utan en funktion, som
beror bide pa positionen x och tiden ¢. En differentialekvation skiljer sig alltsa frin en vanlig
ekvation genom att ldsningen ir en funktion, som till exempel

Y(x,t) = sin(x) cos(t)
eller

U(x,t) = exp(—2?/t).

En differentialekvation skiljer sig ocksa fran en vanlig ekvation genom att den innehaller en
eller flera derivator av den okinda funktionen. En derivata beskriver hur snabbt en funktion
dndrar sig i rummet eller i tiden. I Schrodingekvationen finns det tva stycken derivator. 1
vinsterledet hittar vi tidsderivatan

oY(x,t)

ot

som anger hur snabbt funktionen 1) indrar sig i punkten =z vid tiden ¢. I hogerledet hittar vi
den speciella rumsderivatan

A(x,t)

som i runda slingar anger hur mycket funktionen ¢ kroker sig i punkten x vid tiden ¢. En
differentialekvation ir alltsd en ekvation som uttrycker ett samband mellan derivator av ndgon
obekant funktion. Det har visat sig att det ofta ligger niira till hands att modellera naturen
med just differentialekvationer, och det ir dirfor differentialekvationerna har fatt en sidan
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enorm betydelse fér naturvetenskapen. Men 1it oss borja frain borjan, med en lite enklare
modell in Schrodingerekvationen.

En enkel modell

Enenkel process som kan modelleras med en enkel differentialekvation ir radioaktivt sonder-
fall. Vi tinker oss att vi startar med en viss mingd av nigon radioaktiv isotop, till exempel
Radium-226, och vi vill veta hur mycket som finns kvar av isotopen efter en viss tid. For att
komma fram till en modell f6r sonderfallet behover vi fundera éver hur detta gar till. Vad
som hinder nir ett litet prov av en radioaktiv isotop sdnderfaller 4r att de olika atomerna i
provet faller sonder var och en och bildar nya isotoper som eventuellt ocksa ir radioaktiva
och fortsitter sonderfalla. Ett rimligt antagande ir dirfor att ju fler atomer det finns kvar av
den ursprungliga radioaktiva isotopen, desto fler atomer ir det som kan sonderfalla, vilket
i sin tur bor resultera i en storre sonderfallshastighet. Egentligen ir detta ett dndligt forlopp,
men om vi viljer att modellera mingden atomer som reella tal si borjar vi nirma oss en
differentialekvation som ju har med derivator och hastigheter att gora. Vi gor antagandet att
sonderfallshastigheten ir proportionell mot den kvarvarande mingden av den radioaktiva
isotopen. For att uttrycka denna mycket enkla modell som en differentialekvation behover
vi infora en beteckning fér den kvarvarande mingden av den radioaktiva isotopen. Vi later
u(t) betyda den kvarvarande mingden av den radioaktiva isotopen vid tiden ¢. Sonderfalls-
hastigheten ges dé av tidsderivatan

du(t)
dt -

Eftersom derivatan ir negativ (den kvarvarande mingden minskar) behévs det ett minus-
tecken. Uppmirksamma lisare kanske noterar att vi hiir skriver tidsderivatan med be-
teckningen du/dt istillet f6r Ou/dt. Det brukar man gora nir en funktion bara beror pi
en variabel, i det hir fallet tiden ¢, och inte flera variabler som funktionen 1 i Schrodinger-
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ekvationen som beror pa bide 2 och t. For att ytterligare férvilla kan man ocksa skriva derivat-
an med beteckningen v/ (t) som vi kommer att gora i fortsittningen. Sonderfallshastigheten
skall alltsd vara proportionell mot u(t), och vi har d4 kommit fram till vér differentialekvation
for radioaktivt sonderfall:

—u(t) = cu(t).

Konstanten ¢ anger hur snabbt sénderfallet sker. Ju stérre konstant ¢, desto snabbare sker
sonderfallet. For att bestimma virdet pd konstanten ¢ maste vi utféra ett experiment och
miita hur snabbt sonderfallet sker, men 13t oss for enkelhets skull anta att denna konstant
har virdet ¢ = 1. For att vi utifrdn vir modell skall kunna berikna sonderfallet av den radio-
aktiva isotopen, maste vi ocksd veta hur mycket som finns frin borjan, vid tiden t = 0. Lat oss
anta att denna mingd ges av u(0) = 1. Detta kallas {6r ett begynnelsevillkor. Med ¢ = 1 och
begynnelsevillkoret u(0) = 1 far vi da slutligen differentialekvationen

u(t) = —u(t)
{u(O) -1 ()

som en modell for radioaktivt sonderfall.

En enkel metod

Hur I6ser man da en differentialekvation? I nigra enstaka fall, som till exempel var modell for
radioaktivt sonderfall, kan man faktiskt "16sa” differentialekvationer med papper och penna,
men i allminhet behdver man en dator. For vér differentialekvation (1) ges 1osningen av funk-
tionen

u(t) = exp(—t).
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Funktionen exp(—t) kallas for en exponentialfunktion och skrivsibland e ~*. Viskulle dd kunna
hivda att vi har 16st differentialekvationen, eftersom vi har hittat 16sningen u(t) = exp(—t).
Men vad ir exp(—t) for ndgot? Ja, ett siitt att definiera exp(—t) ir foljande: Funktionen
exp(—t) ges av [dsningen u(t) till differentialekvationen (1). Har vi dd verkligen lost differential-
ekvationen? Vi har ju fortfarande inte hittat lésningen (dven om vi har gett den ett namn).
For att berikna [6sningen maste vi alltsd dven i detta enkla fall ta datorn till hjilp!

Hur 18ser man di en differentialekvation med hjilp av datorn? Principen ir vildigt enkel.
Berikningsomridet, som anges av begrinsningar i tid och rum, delas upp i smé, sma delar. I
vért fall delar vi in tiden i sma tidsintervall. Antag att vi vill berikna hur mycket som finns
kvar av den radioaktiva isotopen vid tiden ¢ = 2. Vi delar da upp tidsintervallet frin tiden
t = 0 till tiden ¢ = 2 i exempelvis 20 delar, vardera av lingden k = 0,1

t

0 0l 02 03 04
Figur 2. En uppdelning av intervallet [0,2] i delintervall av lingden k = 0,1.

Vi anvinder nu denna uppdelning for att berikna viirdet av 16sningen u(t) vid tidpunkterna
to =0, t; = 0,1, ty = 0,2 osvfram till t59 = 2. Vid tiden ¢, = 0 vet vi att [6sningen u(¢) har
viirdet u(0) = 1 eftersom detta bestims av begynnelsevillkoret, men vilket viirde har [ésning-
eninista tidpunkt, vid tiden t; = 0, 1? For att berikna detta virde anviinder vi det grundlig-
gande sambandet

u(ty) —u(to) =~ (t1 — to) - ' (to),

som siger att forindringen av u ges av forindringen av t multiplicerad med derivatan. Ju
storre forindring av ¢ och ju storre derivata, desto storre blir forindringen av u. Om vi nu
flyttar dver u(ty) till hogerledet och skriver k istillet for (£1-tg), kommer vi fram till fljande
metod for att berikna virdet av u(ty) :

u(tl) i~ u(to) + I{Zu,(to). (2)
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Denna enkla metod har fatt namnet framdt Euler. Det finns dven bakat Euler och en uppsijo
av andra metoder {or l6sning av differentialekvationer, men framat Euler ir den enklaste,
dock inte den bista. Lit oss d4 anviinda framét Euler {6r att berikna virdet av u(¢) vid tid-
punkten ¢; = 0,1. Fran var differentialekvation (1) vet vi att derivatan vid tiden ¢, = 0 ir

W (0) = —u(0) = —1.

Eftersom k = 0,1, innebir detta enligt (2) att

u(ty) ~1+0,1-(—1) =0,9.

Vid tiden ¢; = 0,1. har allts den kvarvarande mingden av vir radioaktiva isotop minskat
fran 1 till 0,9. Nir vi nu vet u(t1) kan vi berikna u(t2) enligt samma formel:

u(te) =~ wu(ty)+ ku(ty
~ 0,940,1-(~0,9) =08l
P4 samma siitt kan vi berikna u(t3), u(t4) osv. Vi tar en miniriknare eller en dator till hjilp
och fér féljande resultat:

t [t,=0 |t=01 |1,=02 |1,=03 - | t,=18 t,=19 t,=2

20

ul®) | ut)=1 | u@)=09 | ut)=081 | u(t)=0729 | .. | u(t,)=0,15009 | u(t,)=013509 | ult,)=0,12158

2

Fran losningen av differentialekvationen kan vi se att mingden av den radioaktiva isotopen
vid tiden ¢ = 2 har avtagit frin u(0) = 1tillu(2) ~ 0, 12. Vikan ocksa rita in virdena fran vér
tabelli ett koordinatsystem for att pa ett enkelt sitt dskadliggora losningen (figur 3).
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Figur 3. Den beriknade lésningen till differentialekvationen (1) pd intervallet [0,2].

Nara skjuter haren!

Lat oss for sikerhets skull kontrollera var losning. Enligt tabellen giller alltsd att
u(2) = 0,12158, men ir detta den riktiga losningen till differentialekvationen? Eftersom vi
rakar kinna till den exakta losningen, som ges av u(t) = exp(—t) kan vi enkelt kontrollera var
berikning. Nagra enkla knapptryckningar pa en miniriknare ger

u(2) = exp(—2) ~ 0,13534

vilket inte verkar stimma med vér beriknade 16sning! Detta beror pa att losningen till en
differentialekvation i de allra flesta fall endast kan beriknas approximativt. Men de goda
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nyheterna ir att vi faktiskt kan berikna 16sningen precis s noggrant som vi behéver! For att
i en mer noggrann losning behover vi dela in tidsintervallet i mindre delar. Om vi istillet
viljer ett tidssteg som ir lite mindre, till exempel k = 0,01 istillet for k = 0,1, och tar 200
tidssteg istillet for 20, far vi losningen

u(2) = exp(—2) ~ 0,13398

vilket ligger nirmare det riitta virdet. For att fa ett dnnu bittre viirde kan man minska tids-
steget ytterligare. Med tidssteget k = 0,000001, vilket innebir att vi maste ta tva miljoner
steg for att nd fram till sluttiden ¢ = 2, blir I6sningen korrekt med fem decimaler:

u(2) = exp(—2) =~ 0,13534.

Slutsatsen ir att vi visserligen inte kan beriikna lésningen till en differentialekvation exakt,
men att detta inte spelar ndgon roll eftersom vi kan berikna 16sningen med precis den nog-
grannhet vi behover. En annan slutsats ir att ju hogre noggrannhet vi kriver, desto mer arbe-
te kriivs (av en dator) for att berikna losningen. En annan god nyhet ir att man med moderna
berikningsmetoder kan ange vilken noggrannhet man &nskar, och sedan viljs tidsstegets
storlek automatiskt for att ge den énskade noggrannheten. I dessa sammanhang talar man
ocksd om nigot som kallas adaptivitet, vilket innebir att tidsstegens storlek kan variera for att
oka effektiviteten; om inte alla tidsstegen dr sma behdver man inte ta s manga tidssteg och
da gar berikningen snabbare. Visst verkar det enkelt? Det ir det ocksa. Och det beror inte
pé att vi valt en vildigt enkel differentialekvation. Det fina ir att det ir lika litt att berikna
losningen till en komplicerad differentialekvation som en enkel — metoden #r densamma:
framat Euler, eller (oftast) nigon variant av framat Euler.
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Kaos

Ett lite mer spinnande problem ir det virldsberdmda Lorenzsystemet, som ges av de tre
kopplade differentialekvationerna

uf () = o (t) — us (1))

b () = ru(£) — us () — un (H)us 1) 3
b (1) = (£)us(t) — bus (1),

u(0) = (1,0,0)

dirkonstanternao, rochbharvirdenac = 10,r = 28 och b = 8/3. Skrivsittet u(0) = (1,0, 0)
betyder att begynnelsevillkoren {6r de tre l6sningarna (komponenterna) u (t), uz (t) och uz ()
ir up(0) = 1, ua(0) = 0 och u3(0) = 0. Lorenzsystemet bestdr, till skillnad frin den enkla
differentialekvationen (1), av tre stycken olika differentialekvationer. Det tre ekvationerna
ir kopplade, dvs de beror av varandra och bildar tillsammans ett system. Lorenzsystemet
uppfanns pa sextiotalet av Edward Lorenz som en (mycket grovt) forenklad vidermodell,
men siger i denna enkla form inte mycket alls om vidret. Diremot har det en viktig egen-
skap gemensam med vér viderlek, nimligen den beromda fjirilseffekten. Fjirilseffekten siger
att en pytteliten paverkan kan fi mycket stora effekter pa sikt: en fjirils vingslag i Malmo
kan orsaka en orkan i Kiruna. (Fast riktigt sd instabil ir lyckligtvis inte vir viderlek.) Man
brukar siiga att Lorenzsystemet dr kaotiskt och menar da att [osningarna till Lorenzsystemet
kan bli lite hur som helst. Kaos! Detta bor tolkas pa riitt sitt. Losningen till Lorenzsystemet
ir entydigt bestimd och kan beriknas. Diremot ricker det att indra begynnelsevillkoret
ytterst lite for att fa en helt annan 16sning. P4 denna punkt skiljer sig Lorenzsystemet enormt
frdn var enkla differentialekvation (1). Om vi dndrar begynnelsevillkoret fran «(0) = 1 till
u(0) = 1,01 i (1) blir Idsningen ungefir densamma, men om vi indrar begynnelsevillkoret i
Lorenzsystemet lika mycket gir det inte att kiinna igen 16sningen. Ur berikningssynpunkt
innebir detta att 16sningarna till Lorenzsystemet ir svirberiknade; det krivs mycket dator-
kraft for att berikna 16sningen med hog noggrannhet. Figur 4 nedan visar 1ésningen till
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Lorenzsystemet pa tidsintervallet [0,40]. Losningen ges av de tre kurvorna u (1), u,(t) och
u (). Om man ritar dessa i ett tredimensionellt koordinatsystem far man ett si kallat fas-
portrdtt av Lorenzsystemet.

1D, 2D, 3D!

Béde var enkla differentialekvation fér radioaktivt sonderfall och Lorenzsystemet beror endast av

tiden t, medan Schrodingerekvationen ocksd beror pi rumskoordinaten x. Férutom att géra en

uppdelning av tiden i sma delar (inter-

vall), maste man da gora en uppdel-

ning av rummet i smd delar. Om

problemet bara har en rums-

dimension kan vi gora pa

samma sitt som nir vi delar

upp tiden och alltsd stycka

rummet i smd intervall

Menhurdelarviuppetttva-

dimensionellt omrade i smé

delar, eller for den delen ett

tredimensionellt? En me-

tod som visar sig fungera bra

i tvd dimensioner #r att dela

upp omridet i trianglar, som i

figuren ovan till hoger. Triangeln

ir den enklaste polygonen (mang-

Figur 4. Fasportritt av Lorenz- NT—— horningen) och ir dessutom flexibel,

systemet pd intervallet [0,40]. vilket gor det litt att gora uppdelningar
dven av komplicerade omraden.
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Berikningsomridet runt delfinen kan anviindas for att berikna temperaturen i vattnet runt
delfinen. Om delfinen ir varm och vattnet ir kallt, kommer delfinen att viirma upp det om-

givande vattnet. Varmast blir det nirmast delfinen,
framforallt bakom delfinen. Detta dskidliggors i figur 5
nedan till hoger med firger; varmt vatten dir det ir rott
och kallt vatten dir det ir blitt.

I tre dimensioner delar vi upp rummet pé liknande
sitt, i tetraedrar. Tetraedern ir den enklaste polyedern
och ir liksom triangeln flexibel nog att klara kompli-
cerade geometrier. En tetraeder ser ut ungefir som ett
juicepaket och liknar en pyramid, men har till skillnad
frdn pyramiden fyra sidor som alla ir trianglar. P4 niista
sida kan ni se en tetraeder som i sin tur ir uppdelad i
dtta mindre tetraedrar.

Kraftfulla datorer

I takt med utvecklingen av datorer med allt hogre
processorfrekvens (vilket innebir att fler beriknings-
steg kan utforas inom rimlig tid) och allt mer minne
(vilket innebir att vi kan utfora berikningar pa storre
problem), 6kar mojligheten att genomfora noggranna
berikningar av 1osningar till komplicerade differential-
ekvationer. Detta innebir att till exempel biltillverkare
kan simulera krocktester i datorer, istillet for att krocka
bilar pa riktigt (vilket dr betydligt dyrare och mer tids-
krivande). Klimatforskare kan simulera viderleken
och med datorns hjilp studera effekten av 6kade kol-
dioxid-utslipp, och dagligen l6ser meteorologerna pa
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SMHI differentialekvationer for att berikna morgondagens vider, dven om det inte alltid
blir ritt! For att 16sa dessa riktigt tunga problem kopplar man samman flera datorer som till-
sammans hjilps it att utféra berikningen. Ett sidant system av datorer kallas for en parallell-
dator. Olika linder och universitet sliss om att bygga den kraftfullaste parallelldatorn. Den
storsta parallelldator som finns idag 2007 heter Blue Gene, finns i USA och bestdr av 212992
processorer! Aven om det dnnu finns ménga problem som inte ens de kraftfullaste datorerna
rir pa, finns det gott hopp om att manga av dessa problem skall kunna I6sas i framtiden, niir
savil datorer som berikningsmetoder har utvecklats och ir fantastiskt mycket bittre in de
iridag.

Figur 6. En tetraeder som delas upp i flera
mindre tetraedrar.
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